1.6 Hydrodynamika idealnej tekutiny

Eulerove rovnice hydrodynamiky

Eulerove rovnice hydrodynamiky vyjadruji rovnovdhu objemovych, tlakovych a zotrvaénych sil
v idedlnej prudiacej kvapaline.
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Bernoulliho rovnica pre idealnu kvapalinu - zakon zachovania energie
Nestaciondrne pridenie idedlnej tekutiny po priddnici v pridovej trubici vyjadruje Eulerova rovnica

hydrodynamiky, ktord vo vektorovom zdpise ma tvar

d
oW +w.gradw=R—lgradp. (1.6.1)
ot P

V  zbierke prikladov je uvaZované ustdlené

z . dl
N jednorozmerné prudenie idedlnej kvapaliny v silovom,

pridnica

/ gravitatnom, poli Zeme. Rovnicu (1.6.1) upravime

pre 1 kg pridiacej tekutiny s prirastkom dizky trubice d/

p m=1kg (obr. 1.6.1), zintegrujeme a dostdvame vSeobecnu
Y X Bernoulliho rovnicu v tvare Specifickej energie
2
Obr. 1.6.1 e=g z+%+w7=konsvt. [J.kg‘l] (1.6.2)

Rovnica (1.6.2) vyjadruje sucet Specifickych energii, polohovej, tlakovej a kinetickej, ktory
je konStantny v l'ubovolnom priereze prudovej trubice. Ak rovnicu (1.6.2) vydelime gravitacnym

zrychlenim g, dostaneme Bernoulliho rovnicu v tvare vySok

2
H=z+ -2+ _ konst. [m] (1.6.3)
Pg 28



Bernoulliho rovnica pre dva 'ubovolné prierezy na pridovej trubice ma tvar

2 2
PR < R S - R Y ke '] (1.6.4)
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Rovnica kontinuity - zakon zachovania hmotnosti
Zo zékona o zachovani hmotnosti, pre pripad staciondrneho pridenia nestlacitelnej tekutiny,
vyplyva, Ze hmotnost’ tekutiny vytekajiicej z elementidrneho objemu za ¢as df a hmotnost’ tekutiny
vtekajicej do tohto objemu za rovnaky cas, si rovnaké
A+i_)—?dl (obr. 1.6.2), potom plati

%(wA)z 0. (165)

Zo vztahu (1.6.5) vyplyva, Ze si¢in wA sa nemeni po celej dizke

jednoduchého, nerozvetveného potrubia a rovnd sa objemovému
prietoku Q
Obr. 1.6.2 0 =wA = konit. [m’.s™'] (1.6.6)

1.8 Hydrodynamika realnej kvapaliny

Bernoulliho rovnica pre realnu kvapalinu
Pri prudeni redlnej kvapaliny sa cast’ Specifickej energie meni v ddsledku trenia na teplo, ktord
povaZujeme za stratovi. Specifickd stratovii energiu e, moZeme vyjadrit rozdielom celkovych

Specifickych energii pre dva 'ubovol'né body na pradnici

2 2
eomer—ey=gz+ Pra M [ g P2y M|
P 2 p 2

Matematickou tdpravou dostaneme vyraz

2

P Py Wy

2
gz + Y + W71 =g z2+7+ +e, Nkg'] (L.8.1)

Energia skuto¢nej pridiacej kvapaliny sa v smere pohybu zmenSuje v dosledku hydraulickych

odporov. Rovnicu (1.8.1) vydelime gravitatnym zrychlenim a dostaneme Bernoulliho rovnicu v tvare vySok

14 Wl2 1% Wz2
U+ —+ = +—=+—=+h, [m] (1.8.2)
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kde £, je Specificka stratova energia vyjadrend v tvare vysky.

Hydraulické odpory pri prideni
Pridenim reélnej kvapaliny vznikajui hydraulické odpory, €ize straty. Delime ich na dva druhy,
a to miestne a diZkové.

Miestne straty vznikaju vSade tam, kde sa meni vel'kost’ alebo smer rychlosti pridenia kvapaliny.



Specificku stratovu energiu na miestnom odpore, vypocitame z Weisbachovho vztahu

2

w
e,=¢&—, 1.8.3
¢ 5 (1.8.3)

kde & je koeficient miestnej straty a w je priemernd rychlost’ v danom tseku potrubia.

Velkost' dizkovej stratovej energie e, mozeme vyjadrit’ pouZitim Weisbachovho vzorca v tvare
2

[ w
e, = I— —, 1.8.4
12 ( )

kde w je priemernd rychlost,, I dizka potrubia, d priemer potrubia a A= A (Re) je koeficient odporu trenfm
(koeficient dizkovej straty).

Pri lamindrnom prudeni (Re < 2320) v potrubi s kruhovym prierezom sa koeficient odporu trenim
vypocita pomocou Reynoldsovho ¢isla zo vztahu A = 64/Re. Pre pridenia v hladkych potrubiach
s Reynoldsovymi &islami men3imi ako 10° vypoéitame koeficient dizkovej straty zo vztahu

03164

A ,
YRe

plati pre Re < 10°. (1.8.5)

.....

%: 2log(Rev2)-08:  plati pre Re > 10°. (1.8.6)

Priklad 1.8.2) :

Voda vytekd z rezervodra potrubim s priemerom d = 50 mm
do atmosféry  (obr. 1.8.2). Objemovy prietok vody
je 0=0,00631 m’s™" Dizkové strata v systéme, v tvare
vysky, je by = 11,58 m. Urcte vyskovy rozdiel medzi bodom
vytoku vody z potrubia a vodnou hladinou v rezervoéri?

Dané: Q0 = 0,00631 m®s™, d =50 mm, A, = 11,58 m,
p=1000 kg.m™

Hl'adané: Z

RieSenie: Pouzijeme Bernoulliho rovnicu pre redlnu kvapalinu v tvare vySok z bodu 1 do bodu 2

2 2
Z1+A+K=Z2+&+&+l’h‘-
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Vzhl'adom na zvolend porovndvaciu hladinu v osi horizontdlneho potrubia méZeme urcit’ veliiny:

Obr. 1.8.2

z1=2 p1=0 w; =0
Zz=0 p2=0 Wr = Ws.

Dosadenim uréenych veli¢in do vysSie uvedenej Bernoulliho rovnice dostaneme vyraz
2

Z=224p . (1.8.9)
2g
Rychlost’ w, vypocitame z definicie objemového prietoku Q = w, A
_ 40 4.0,00631
zrd®  314.005

Vypocitani rychlost’ w, dosadime do rovnice (1.8.9) a vypocitame vyskovy rozdiel Z

32152
2.9.81

W, =3215ms™".

+11,58=12,1m.



1.9 Zlozené potrubie

ZloZené potrubia vznikaju spojenim r6znych potrubi:
1. za sebou - sériové potrubie,
2. vedla seba - paralelné potrubie,
3. kombinovanym spojenim vznikd potrubny systém.

Pri hydraulickom vypocte zloZeného potrubia je cielom urcenie spravnej zavislosti medzi
objemovym prietokom, rychlostou pridenia a odpormi. Ktordkol'vek z uvedenych veli¢in moze byt
zadand pri rieSeni danej dlohy. Druhd veli€inu je potrebné spravne navrhnit’ a tretiu veli¢inu potom
vypocitat. Pri vypocte vychddzame z Bernoulliho rovnice redlnej kvapaliny pre vhodne zvolend
prudnicu, na ktorej pozname vSetky parametre toku z rovnice kontinuity, okrem jedného.
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Obr. 1.9.1a Obr. 1.9.1b

Najskor budeme uvazovat sériové potrubie (obr. 1.9.1a). Pre objemovy prietok plati rovnica kontinuity
Q=0=0, [m’s™] (1.9.1)

Z grafického zndzornenia Bernoulliho rovnice, pre z; = z, vyplyva (obr. 1.9.1a), Ze miestnu Specificka
stratovd energiu zanedbdvame. Potom plati, Ze

e, = e, +epn. [T kg'] (1.9.2)

Paralelné potrubie (obr. 1.9.1b). Potom z rovnice kontinuity vyplyva, Ze celkovy objemovy prietok
QO je sucet objemovych prietokov v jednotlivych vetvach zloZzeného potrubia, ¢o vyjadruje vztah

Q=0 +0, [m’.s™] (1.9.3)

Ak zostavime Bernoulliho rovnicu pre pridnicu medzi spoloénymi bodmi paralelného potrubia,

pre za = zg (obr. 1.9.1b), potom pre 1. vetvu medzi bodmi A, B napiSeme Bernoulliho rovnicu

2 2
Pa Wi Ps Wy

) + 5 =7+7+ezl,
ey = Lo Py ke (1.9.4)
Analogicky ziskegne $pecificki dizkovi stratovii energiu pre 2. vetvu
e, = P2 Ps ke (1.9.5)

Pre $pecifickii dizkovi stratovii energiu potom plati rovnost’
e, =€, = ep. [Jkg™] (1.9.6)



1.7 Pridenie kvapalin v technickych zariadeniach

Vytok z nadob
Vytok z nddoby povaZujeme za ustdlené pridenie v takom pripade, ak vytekajici objemovy prietok

tekutiny sa rovna jej pritoku do niadoby.

Vytok kvapalin z nadob s malym otvorom
Uvazujme néadobu, v ktorej je ustdlend hladina vo vySke z; od dna nadoby. Na bocnej strane

A . nddoby je otvor s plochou prierezu A,, ktory je podstatne mensi
1

ako celkovy prierez nddoby A;. Maly otvor je taky otvor, pre ktory
plati pomer d»/H < 10. Objemovy prietok kvapaliny danym otvorom

4 uréime z Bernoulliho rovnice pre redlnu tekutinu, ktord prudi

| 2 W zboduldobodu? (obr.1.7.1)

2 ; 2 2
aAz Wl + & + g 71 = W2 + & + g 2 + e,. [Jkg_l] (171)
p 2 p

d,

Rychlost’ kvapaliny w; na hladine moZeme zanedbat’ (w; = 0). Potom
Obr. 1.7.1

rychlost’ vytekajicej kvapaliny z otvoru je w, =w. Dosadenim

2
¥ g 1. . . w ; . .
za Specifickd stratovid energiu e, = 57 a dpravou rovnice (1.7.1) dostaneme vyraz

zg(zl_zz pll;pZ j

_ -1
w= e . [m.s™] (1.7.2)

Rozdiel tlakov vo vyraze (1.7.2) je rovny nule, ak p; = p,. Rozdiel potencidlnych vySok predstavuje

pri vytoku do atmosféry spad H. Po uprave mdéZeme predchddzajici vyraz prepisat’ do tvaru
1
w=—— 2gH .
1+& 8

Zlomok pred odmocninou ozna¢ime koeficientom rychlosti ¢ a vyraz pre rychlost’ nadobudne tvar
w=@ J2gH . [m.s™] (1.7.3)

Pri vytoku kvapaliny z otvoru s ostrymi hranami nevypliia prid vytekajiicej kvapaliny cely prierez
vytokového otvoru. Tento jav nazyvame kontrakciou. Koeficient kontrakcie & zdvisi od tvaru

vytokového otvoru. Potom objemovy prietok kvapaliny uvaZzovanym otvorom bude
O=aAw=0paA,J2gH . [m’.s"] (1.7.4)

Koeficient vytoku @4 =¢ « charakterizuje rozne tvary vytokovych otvorov. Potom vSeobecny

vyraz pre objemovy prietok kvapaliny malym otvorom ma tvar

O=uA+2gH . [m’.s™'] (1.7.5)



Vytok kvapaliny vel’kym otvorom
Ak pre vyskovy rozmer otvoru plati, Ze d>0,1z, potom nemdZeme zanedbat zmenu

hydrostatického tlaku po vyske otvoru. Ulohu rie§ime integriciou

elementarneho objemového prietoku po ploche otvoru (obr.1.7.2).
IZI Najjednoduchsi je pripad, ked’ $irka otvoru sa nemeni s jeho vyskou.
% . Potom elementdrny objemovy prietok sa rovna
L,
= dz w d0=pby2gz dz,
S kde b je Sirka otvoru. Celkovy objemovy prietok je vyjadreny
2 33
O==uby2g [222 —z2 } . [m’.s™'] (1.7.6)
Ohr 179 3

Ak geometricky tvar vel'kého otvoru je iny ako obdiZnik, potom musime pred integriciou vyjadrit
zavislost’ Sirky otvoru od vysky a dosadit’ ju do vztahu pre vypocet elementirneho prietoku.

Zvlastnymi pripadmi vytoku z velkych otvorov st pridenia cez prepady.



